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超声速流场的流线-特征线坐标变换与应用 *
施崇广，李怡庆，韩伟强，尤延铖
（厦门大学 航空航天学院，福建厦门 361005）
摘 要：为了求解二维平面弯曲激波波后流场，讨论并发展了一系列基于流线-特征线坐标系变换
的流场代数计算方法。该系列方法依据二维平面流场中气流角、静压沿特征线近似不变的特点，可快速
求解平面弯曲激波波后流场。其中，等气流角近似法适合模拟流线轨迹，等静压近似法适合求解波后流
场参数。在此基础上，又提出了一种改进的等气流角-等静压混合方法用于计算弯曲激波波后流场。和
特征线法对比，等气流角-等静压混合法计算得到的流场基本特征与特征线法得到的结果相同，在来流
马赫数Ma=6和Ma=4情况下误差分别仅为0.5%和0.15%，证实了该方法在求解二维平面弯曲激波流场中
的适用性。
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Abstract：In order to solve the two-dimensional planar flowfield behind the curved shock，a series of alge⁃
braic methods are acquired at the streamline-characteristic coordinate system. The main idea is that flow angle
and static pressure are approximately constant along each characteristic line. In contrast to the Method of Charac⁃
teristics， the method of constant flow angle is good at calculating the streamline trajectory while the method of
constant static pressure is proper for solving the flowfield parameters. A combined method named MCFP，Meth⁃
od of Constant Flow-angle and Pressure，is afterwards proposed to better solve the two-dimensional planar flow⁃
field behind the curved shock. For a relatively large Mach number range，the flowfield calculated by the MCFP
method is in good agreement with the MOC's. The error at incoming Mach number 6 is 0.5% and the error at in⁃
coming Mach number 4 is 0.15%，which demonstrates the applicability of the MCFP method.
Key words：Curved shock waves；Coordinate conversion；Supersonic flowfield；Characteristics；Stream⁃
lines
1 引 言
进气道是决定超燃冲压发动机性能的关键部
件。其中，复杂的激波系及其波后流场又是高超声
速进气道的关键流场特征。传统超声速流场一般可
通过数值方法或理论解析方法求解。二维特征线
法，作为典型数值求解方法因其高精度、高激波分辨
率的优点，长期以来受到广泛应用：卫锋［1］通过特征
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线法探索了一种设计三维内转进气道基准流场的新
思路；Sobieczky［2］基于特征线法得到了定激波情况下
的高超声速乘波体设计方法；Eggers［3］使用特征线法
设计了具有高气动性能的乘波体；Sobieczky［4］将特征
线反设计法与密切锥理论相结合，提出了一种具有
高容积效率的乘波体设计方法；高文智［5］结合特征线
法和 CFD得出一种高超声速钝化锥 /楔流场的快速精
确计算方法；南向军［6］根据特征线法、流线追踪及截
面渐变技术设计了具有良好总体性能的矩形转圆形
内收缩进气道模型。但特征线法编程应用相对复杂
且计算效率较低，特别是在特征线相交的部分缺点
尤为明显。相比于数值方法，理论解析方法应用性
强，计算简单。因此，理论解析方法长期以来一直是
激波研究的热门课题，对它的研究主要是围绕弯曲
激波的激波曲率和激波波后流场计算问题。
弯曲激波理论始于 Crocco和 Thomas对弯曲流线
和变压力稳流的研究。Thomas［7］ 在 1947年推导得
到了理想气体在定常流动情况下的二维弯曲激波方
程，但他忽略了来流涡度的影响。从方程可知，存在
某个激波角使得波后沿流线方向压力梯度为零，此
激波角后来被命名为 Thomas角。Lin和 Rubinov［8］重
新推导了 Crocco和 Thomas的方程，证明只有当马赫
数超过某个值时，正激波才能停留在连续弯曲曲
面。Thomas［9］在 1949年将弯曲激波理论拓展到了高
阶领域，并给出了大量一阶关系图。然而复杂的代
数运算使得 Thomas没有详细检验高阶理论。但随着
计算机的高速发展，数值软件例如 Matlab和 Maple的
出现解决了这一难题。1950～1960年，Truesdell［10］，
Hayes［11］和 Kanwal［12］撰写了一系列论文讲述如何处
理弯曲激波产生的有旋流动，并基于状态方程和
Crocco 的热动力关系推导得到有旋流动方程。
Darden［13］在 1984年对三维弯曲激波进行了研究，得
到了音爆问题中弯曲弱激波波后流动特性。近几
年，Sannu Molder［14］在假设双曲激波波前来流是理想
气体并且定常流动的条件下，推导得到了一阶弯曲
激波方程组，并将激波曲率和激波前后流场参数的
梯度直观联系在了一起。随后尤延铖等［15］基于一
阶弯曲激波方程推导得到了二阶弯曲激波方程组，
提高了弯曲激波方程组的精度。上述理论方法都
是基于物理坐标系进行求解的，这样往往会默认流
线微元是直线，引入不必要的误差。1980年，Sirov⁃
ich［16～18］基于特征线相容方程提出了一种流线-特征
线坐标系的流场变换方法。通过这种坐标系，可以
将物理坐标系下弯曲的流线和特征线变换成流线特
征线坐标系下的直线，更利于求解波后流场。基于
流线-特征线坐标系，Sirovich求解了给定物面产生的
激波，经过对比，激波吻合良好，说明流线-特征线坐
标系可以胜任从物面开始直至激波波面的流场计算
工作。
然而在实际应用中，经常需要求解给定弯曲激
波的波后流场，因此本文基于流线-特征线坐标系，
根据平面弯曲激波波后流场内沿特征线气流角与静
压近似不变的特点，发展了两种求解二维平面弯曲
激波波后流场的方法：等气流角近似法与等静压近
似法。在总结两种计算方法各自优缺点的同时，又
改进提出了另外一种简单高效的计算方法：等气流
角-等静压混合法。这一系列方法对于加强弯曲激
波和流场的认识具有重要意义。
2 流线-特征线坐标系变换
对于弯曲激波而言，在物理坐标系下，曲率过大
必然会导致流线过于弯曲，这会对波后流场求解带
来不利影响。Sirovich在计算二维机翼平面流场时提
出了流线-特征线坐标系（α，β）概念。这种坐标系有
利于消除流线弯曲对波后流场求解带来的影响。通
过这种坐标系可以更直观的了解流场分布以及走
势，有助于求解任意曲率弯曲激波波后流场。
如图 1所示，Sirovich以流线为α轴，特征线为 β
轴，β（α）为流线特征线坐标系内的激波曲线。根据
特征线相容方程［19］
Fig. 1 α - β coordinate system
ds = 0 on streamlines: dydx = tan δ （1）
d(δ ±P(μ)) = ± sin2μ2γ ds on C±: dydx = tan(δ ± μ) （2）
式 中 δ 为 气 流 角 ； μ 为 马 赫 角 ；s 为 熵 ；
r± = δ ±P(μ)为雷曼不变量。
P(μ) =λ12 arctan(λ12 tan μ) - μ,λ =(γ + 1)/(γ - 1) （3）
推导得到
yβ = xβ tan δ, yα = xα tan( )δ + μ （4）
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(δ -P(μ))β =(1 - tan δ tan μ) xβxα δα （5）
平面流场内，弯曲激波波后 r- 沿流线方向的偏
差量 Δr- 为三阶小量，因此可以认为 r- 沿流线方向几
乎不变，所以 r- = r-(α) 。由式（5）可得气流角 δ对α的
导数 δα =0，即波后气流角沿特征线近似不变。
令 yαβ = yβα ，消除式（4）中的变量 y ，并利用式
（5）化简结果，可以得到
xαβ
xα +(μ +P(μ))β cot μ +(δ + μ)β tan(δ + μ) = 0 （6）
将式（6）等号左右两边先对β积分再对α积分，化
简可得
x(α,β) = x(0,β) +
∫0α A(α)æ
è
çç
ö
ø
÷÷
tan μ
3λ tan2 μ/2 + 3/2
-λ
cos(δ + μ)dα （7）
同样的，消除式（4）中的变量 x可得
y(α,β) = y(0,β) +
∫0α A(α)æ
è
çç
ö
ø
÷÷
tan μ
3λ tan2 μ/2 + 3/2
-λ
sin(δ + μ)dα （8）
式中 A(α)是只与α有关的函数表达式，需要通过
求解线性积分方程（9）获得
A(α)Q(α,β(α)) + b(α)éë ùû1 + ∫0α A(α)Qβ(α,β(α))dα = 0 （9）
式中
Q = æ
è
çç
ö
ø
÷÷
tan μ
3λ tan2 μ/2 + 3/2
-λ
cos( )δ + μ （10）
b(α) = ||||β'( )α
tan θ/ tan δ - 1tan θ/ tan( )δ + μ - 1
β = β( )α
（11）
一旦求解得到流线-特征线坐标系内平面弯曲
激波 β( )α 波后流场分布，就可以利用线性积分方程
（9）计算 A( )α ，进而根据式（7），（8）将流线-特征线坐
标系内（α，β）坐标转换为物理坐标系内的（x，y）坐
标，最终得到物理坐标系内平面弯曲激波波后流场
分布。
3 流线-特征线坐标系方法与应用
对于二维平面弯曲激波波后流场而言，气流角
沿特征线基本保持不变，且 r- 沿流线也是近似不变
的。基于此，本文首先提出了一种求解二维平面弯
曲激波波后流场的方法——等气流角近似法（Meth⁃
od of Constant Flow Angle，MCFA），再根据二维平面
弯曲激波波后静压沿特征线近似不变的特点，提出
了另一种求解二维平面弯曲激波波后流场的方法
——等静压近似法（Method of Constant Static Pres⁃
sure，MCSP）。由于弯曲激波波后气流角决定了流线
走势，而弯曲激波波后静压决定了波后流场参数分
布。因此，等气流角近似法适合模拟二维平面弯曲
激波波后流线走势，等静压近似法则适合求解二维
平面弯曲激波波后流场参数分布。
3.1 等气流角近似法
根据前文分析，平面流场内，弯曲激波波后 r- 沿
流线几乎不变，即 r- = r-(α)。由式（5）可得气流角δ对
α的导数 δα =0，即波后气流角沿特征线近似不变。因
此以物理坐标系原点为二维平面弯曲激波起始点，
令经过二维平面弯曲激波起始点的流线为起始流
线，即α=0。对于“下凹”形弯曲激波，沿激波自下而
上激波角逐渐增大，因此给定激波角 θ(α) =(1 -α)
θ(0)+απ/2 。为了简化求解过程，令起始流线 (α = 0)
上每一点物理坐标 x 与特征线坐标 β相等，即
x(0, β) =β 。因此，物理坐标系与流线特征线坐标系
具有相同的原点。
根据气流角沿特征线不变的近似条件，等气
流角近似法求解二维平面弯曲激波波后流场的步骤
如下：
（1）将弯曲激波等间距分段，根据弯曲激波型线
方程求解激波上每一点的激波角以及α坐标。
（2）假设每一小段激波微元为直线，根据斜激波
关系式以及来流条件求解激波上每一点波后参数：
马赫数、静压和总压等。
（3）利用气流角沿特征线不变以及 r- 沿流线不
变的近似条件求解二维平面弯曲激波波后流场马
赫数。
（4）由于弯曲激波波后沿流线等熵，即总压守
恒，根据式（12）求解波后流场静压［20］
p t = pæèç
ö
ø÷1 +
γ - 12 Ma2
γ
γ - 1
（12）
式中 p t 为总压；p为静压；γ 为比热比；Ma为马
赫数。
（5）通过弯曲激波波后流场参数分布计算物理
坐标系下波后流场坐标 (x,y)。
3.2 等静压近似法
根据气流角沿特征线不变，推导式（2）可得静压
沿特征线不变。等静压近似法同样以物理坐标系原
点，即流线-特征线坐标系原点为二维平面弯曲激波
起始点。令经过二维平面弯曲激波起始点的流线为
起始流线，即 α = 0 。对于“下凹”形弯曲激波，给定
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激波角 θ(α) =(1 -α)θ(0)+απ/2 ，起始流线 (α = 0) 上每
一点物理坐标 x与特征线坐标β相等。
根据沿特征线静压近似不变的特点，等静压近
似法求解二维平面弯曲激波波后流场的步骤如下：
（1）将弯曲激波等间距分段，根据弯曲激波型线
方程求解激波上每一点的激波角以及α坐标。
（2）假设每一小段激波微元为直线，根据斜激波
关系式以及来流条件求解激波上每一点波后参数：
马赫数、静压和总压等。
（3）利用静压沿特征线近似不变的特点，通过公
式（12）求解弯曲激波波后流场马赫数。
（4）根据二维平面弯曲激波波后沿流线 r- 近似
不变，求解得到波后流场气流角。
（5）通过弯曲激波波后流场参数计算物理坐标
系下波后流场坐标 (x,y)。
3.3 等气流角近似法与等静压近似法应用与对比
本文以抛物线拟合弯曲激波形状为例，给定二
维平面激波形状方程 y = 0.005x2 + 0.35x ，特征长度 L=
100cm，H=85cm。首先运用等气流角近似法求解设
计高度 26km，来流马赫数 Ma = 6的平面流场，并在相
同条件下用特征线法求解给定弯曲激波的波后流
场。之后，将两种计算方法的结果进行对比。
如图 2所示，白色曲线表示流线，黑色曲线表示
马赫数分布。通过流线位置以及马赫数分布，可以
看出本文所研究的等气流角近似法与特征线法得到
的平面流场流线走势近乎一致，但参数分布还存在
一定误差。等静压近似法获得的二维平面弯曲激波
波后流场如图 3所示。从图 3中流线位置以及马赫
数分布，可以看出两个平面流场波后参数分布基本
吻合，但物面仍存在一定误差。具体的误差分析将
于图 4沿程参数对比中进一步说明。
Fig. 2 Mach number distribution using MOC and MCFA
（Ma=6，L=100cm，H=85cm）
为了更细致、直观地比较弯曲激波波后流场，分
别在三个流场内相同位置（x/L=0.6，y/H=0.4）提取流
线进行对比。从图 4中带有实心符号的实线可以看
出，三种计算方法得到的平面流场之间的流线坐标
位置误差很小，且等气流角近似法与特征线法更为
接近；从图 4中虚线可以看出，等气流角近似法与特
征线法计算得到的气流角几乎重合，而等静压近似
法与特征线法计算得到的气流角则存在 3%误差；综
合上述两种参数的对比可知等气流角近似法计算得
到的流线更为准确。同理，根据图 4中带有空心符号
的实线可知等静压近似法得到的流场内的参数分布
与特征线法更为接近，而等气流角近似法与特征线
法求解得到的波后马赫数最大误差为 2.3%。
Fig. 3 Mach number distribution using MOC and MCSP
（Ma=6，L=100cm，H=85cm）
Fig. 4 Comparison of coordinate，flow angle and Mach
number of MCFA，MOC and MCSP（Ma=6，L=100cm，
H=85cm）
分析发现，这种差别主要是因为弯曲激波波后
流线由气流角决定，而波后流场参数分布由静压决
定。因此，等气流角近似法模拟得到的二维平面弯
曲激波波后流线走势更准确，而等静压近似法求解
得到的二维平面弯曲激波波后流场参数分布更准确。
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4 等气流角-等静压混合方法
4.1 原 理
实际问题中，具有应用价值的弯曲激波波后流
场，既需要准确的流线，也需要正确的流场分布。考
虑到等气流角近似法可以较为准确地模拟流线，而
等静压近似法可以准确地计算平面弯曲激波波后流
场参数分布。因此，本文基于之前研究结果，将等气
流角近似法与等静压近似法相结合，又开发了一种
新的计算波后流场方法——等气流角-等静压混合
法（Method of Constant Flow- angle and Pressure，
MCFP）。
首先，根据气流角沿特征线不变的近似条件，求
解流线和型面坐标；再利用静压沿特征线不变的特
点，更新流场内每一点参数（或根据静压沿特征线不
变的特点，求解流场参数分布，再利用气流角沿特征
线不变的近似条件，更新流场内每一点气流角）。由
于等气流角-等静压混合法可以看做是等气流角近
似法与等静压近似法的结合，因此，通过等气流角-
等静压混合法求解得到的二维平面弯曲激波波后流
场内流线与参数分布都具有一定的准确性。
4.2 应 用
同样给定弯曲激波形状 y = 0.005x2 + 0.35x ，特征
长度 L=100cm，H=85cm。设计高度 26km，来流均匀，
来流马赫数 Ma = 6，利用等气流角-等静压混合法求
解二维平面弯曲激波波后流场，并在相同条件下用
特征线法求解给定弯曲激波的波后流场。之后，将
两种计算方法的结果进行对比。
由图 5可知，通过对比流线位置以及相同位置流
线对应马赫数，可以看出等气流角-等静压混合法与
特征线法得到的平面流场几乎一致。为了更细致、
直观地比较参数分布，本文同样在 x/L=0.6，y/H=0.4
的位置提取流线参数进行对比，如图 6。
Fig. 5 Mach number distribution using MOC and MCFP
（Ma=6，L=100cm，H=85cm）
从图 6可以看出两个平面流场内流线上每一点
的坐标、气流角和马赫数都几乎相等，其中气流角误
差仅为 0.5%，马赫数误差仅为 0.5%。由于等气流
角-等静压混合法既保留了等气流角近似法利于模
拟流线的优势，又将等静压近似法适合计算二维平
面弯曲激波波后流场的特点融合进来。因此，相比
于之前两种计算方法，等气流角-等静压混合法在
波后流线计算和流场精确求解方面都有了很大的
提高。
为了验证该方法在不同来流条件下的准确性，
本文保持二维平面弯曲激波形状和特征长度不变，
降低设计高度至 17km，来流马赫数降低至 Ma=4，
重新计算波后流场并与特征线法进行对比，结果如
图 7。
Fig. 6 Comparison of coordinate，flow angle and Mach
number of MCFP and MOC（Ma=6，L=100cm，H=85cm）
Fig. 7 Mach number distribution using MOC and MCFP
（Ma=4，L=100cm，H=85cm）
对比图 7中两个流场流线位置以及相同位置流
线对应马赫数可知，两种算法得到的平面流场基本
吻合，通过提取流线进行误差统计，得到马赫数误差
仅在 0.15%范围内，这说明新算法在不同来流条件下
都具有较高的准确性。
考虑到平面弯曲激波并不都是“下凹”形的，也
存在“上凸”形弯曲激波。本文同样给定来流马赫数
Ma = 6，来流均匀，设计高度 26km，特征长度 L=20cm，
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H=22cm形状方程为 y = -0.01x2 + 1.3x 的二维平面弯
曲激波并进行求解。对于此类“上凸”形弯曲激波，
沿激波自下而上激波角逐渐减小，因此给定激波角
θ(α) = (1 -α) θ(0)+αμ0 ，式中 μ0 为来流马赫角。
如图 8所示，与特征线法计算结果相比，可以看
出：对于大曲率“上凸”形的弯曲激波，两种算法计算
的弯曲激波波后流场也基本吻合。为了更细致地比
较参数分布，本文在 x/L=0.6，y/H=0.5的位置提取流
线参数进行对比，如图 9。
Fig. 8 Mach number distribution using MOC and MCFP
（Ma=6，L=20cm，H=22cm）
从图 9可以看出两个平面流场内流线上每一点
的坐标、气流角和马赫数都几乎相等，其中气流角误
差仅为 0.5%，马赫数误差仅为 0.08%。因此，等气流
角-等静压混合法对于不同弯曲形状的二维平面弯
曲激波同样具有一定的适应性，既可以求解二维平
面中“上凸”形弯曲激波波后流场，也可以求解“下
凹”形弯曲激波波后流场。
Fig. 9 Comparison of coordinate，flow angle and Mach
number of MCFP and MOC（Ma=6，L=20cm，H=22cm）
4.3 特点分析
等气流角-等静压混合法结合了等气流角近似
法有利于模拟流线和等静压近似法适合计算平面弯
曲激波波后参数分布的优势。它不仅可以准确求解
任意形状二维平面弯曲激波波后流线位置，而且对
于波后流场参数计算也具有很高的精度。相比于特
征线法，等气流角-等静压混合法是纯代数运算，通
过坐标变换公式将流线-特征线坐标系下的流场转
变为物理坐标系下的流场，因此编程简单、容易实现
且易于维护。在超声速流场求解过程中，特征线法
有时会出现计算不稳定的情况，需要调整网格密度
才能成功求解波后流场，对网格的依赖性较大。而
等气流角-等静压混合法因为通过代数公式计算波
后流场，因此计算稳定性高，不存在这类问题。此
外，在等气流角-等静压混合法中，代数计算对求解
空间步长依赖性小，从而兼顾了高求解精度和高计
算效率。
然而，正如前文所述，弯曲激波波后 r- 沿流线方
向的偏差量 Δr- 为三阶小量，因此随着来流马赫数增
加，波后流场计算误差也会随之增大，但增幅很小。
分别以来流马赫数 Ma=10，Ma=15和 Ma=20求解弯
曲激波波后流场，并统计误差，结果如图 10。
由图 10可知，Ma=4，6，10，15和 20对应的波后
马赫数误差分别为 0.15%，0.5%，1.2%，1.6%和 1.8%。
此外，由于沿特征线气流角、静压近似不变的假
设只适用于平面流场，因此等气流角-等静压混合法
直接应用于求解轴对称流场仍存在一定误差，还需
要寻找一些其他的关系式来完善等气流角-等静压
混合法，这将成为本文的下一步研究工作。
Fig. 10 Error vs Mach number
5 结 论
通过本文研究，得到如下结论：
（1）假设气流角沿特征线不变，求解得到的二维
平面弯曲激波波后流场内流线位置基本正确，但流
场参数分布存在约 2.3%误差；假设静压沿特征线不
变，求解得到的二维平面弯曲激波波后流场内参数
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分布基本正确，但流线存在 3%误差。
（2）在不同来流情况下，等气流角-等静压混合
法求解得到的二维平面弯曲激波波后流场内的流
线、马赫数分布和压力分布与特征线法基本吻合。
其中来流马赫数 Ma=6和 Ma=4对应的弯曲激波波后
马赫数误差分别为 0.5%和 0.15%，具有较高计算
精度。
（3）等气流角-等静压混合法是纯代数运算，编
程简单、容易实现且易于维护。且代数计算对求解
空间步长依赖性小，从而兼顾了高求解精度和高计
算效率，是一种适用性广的平面激波流场计算方法。
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